CALCULS INTEGRALES

Exercices d’applications et de réflexions avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC sciences expérimentales (pc et svt.)

CALCULS INTEGRALES: Exercices avec solutions

Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1=['3edr 2) 3= (2x+3)d

3) K=Le2%dt 4) L= [+ cos(20)d0

Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — ng

Donc: I = j3m—B 2} :gx42—gx22:18
2

2) J —j (2x+3)dx =[x’ +3x] (1+3)—(0)=4

3) K =j: fdtz[lntf =lne’—lne=2-1=1

S 1 ()11
==sin| — |[-=sin0==
2 2) 2 2

Exercice2 :Calculer les intégrales suivantes :

1)1, = joz(Zx—l)dx 2) 1, :'[_ll(x“ —4x° +2)dx

21
3) |3=jlx—2dx

4) L= j cos(26)d6 = { S|n(20)l

a1, = J;nzeZ‘dt

Jin2 2
5) |5=j0'2te*dt 6) I, _jln X
_ "2 mse* +e”
7) I7_j0 e +1 dX 8) I _LnZE exdx
_ InX 3 2x+3
R e e T

11) 1, = [N2xelk  12) 1,

Izcos xsin® xdx

%)de 14) 1, =I§(2—c033x)dx
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15)

17)

19)

21)

Sol

I, =

l,
l, =

l, =

3) 1,

ls = I cos® xdx 16) I I [ﬁ ﬁ}dx
Ly = I 18) 1, = [ (x~1)e* " dx
1 z 2
|19 .[L mdx 20) |20 :I04(tan X) dX
e82° — 4y + 2
121 = J.l #dl‘

. . 2 X2 ’ 2
ution :1) I, :jo (2x—1)dx:{22—x} :[XZ _x]o

(22—2)—(02—0)=4—2=2

X' —4x* +2)dx = 7x5—7x4+2x1 = 7x5—1x4+2x1
1 1 4 1
-1 5 4 PR 9

E X -1x* + ZXT1 = [;15 -1+ 2) - (;(—l)5 - (—1)4 - 2)

1—1+2 - —1—1—2 :}_1+2+1+1+2:§+4:§
5 5 5 5 5 5

el




1 1 11 1 11 1 1 2 3 2 5 2 / 5
| —=——@M2 = __ -~ = - Ty 4= I, = dx=3| (3x—4) dx=| (3x—4) (3x—4) dx
e P I L R T J1(3x—4)5 S
eln’ x el 2 e, 2 |1 sa] [1 S PNV -4
6) 1, = [ ax = [ xin? xex = [ In'xxIn? |13_[_5+1(3x-4) l L4(3x " l -2
e 1 1 1 1 16 15
I = —_— _— _——=—— _—
n{ilnﬁx} “LireLiperl 2= 4%16" 4 64 64 64
2+1 3 3 3

Wy

z 1.
RN 14) I14:J3(2—cos3x)dx:[2x——sm3x}
In2 g% In2(e +1) In2 0 3
7)| _-[0 e +1dx:jo e +1 d [In }

. IM:[Z———sinﬂj—O:—
e'”2+1—lne°+1=In3—In2=In3—ln2=ln(2j 33 3

15) I, = J'OZ cos® xdx

0

I, =1In

!

In3eX +e* |n3(ex—e_x) i3
lg=|  ——dx=]| ~———=~dx=|Inje"-e” 1+cos2a
? ane -e I'n2 e'—e [ }'”2 (ona: cos’a= - linearization) Donc:
I8 — In e|n3 In3 |n In2 —In2 In In |12
! 1+c052x 12
I cos® xdx = I il =—j4(1+c032x)dx
8 20
1 1 8 3 3 16 :
l,=In|3-=|-In]2-=|=1 (j—ln(]:m = :In(j z n
: 3 2 2 3 9 I15:1'[4(1+c052x)dx:1{x+lsin2x}4 :E[ﬂ+1sin£j
2 270 2 2 o 2\4 2 2
1 1 e | T+2
_[® (¢ ' 1 _ 1+1 5= 4
9 1, _L ;In XdX—L (Inx) (Inx) dx_{m(l X) l
1 1 i (x+1)  1(2x+2)
el 1 2 1 2 16) . = ' + dx = +— dx
Ig :Il;lnXdX:E(lnE) —E(Inl) 16 v[O (X-I—l)z 2x+1 J.O (X+1)2 2 2x+1
el 1 1 1
I,=[ =Inxdx==-0=2
° L x N XXES 2 :{—i+—ln|2x+ﬂ :—1+—In|3|+1——ln|14 1+1In3
X+1 , 2 2

s 2X+3 (3 +3x-4) 3
l,, = dx=2 dx:Z[\/x2+3x—4}
o=} e +3x-4 ! 2x +3x—4 © oy, =

10 = Z[ME = 2(\/:']—\/6)

Inx

_[—xln xdx = jln x x In® xdx

= LIn3+1x :lln“e—lln“lzl
1 4 4 4

1 1. ! 1 1 Lr
Ly =J‘O\/2x+1dx=5‘|.0(2x+1) (2x+1)2dx=2 1—(2x+1)2 '

| 2 1
2" ; IlB:I:(x—l)e(X1)dx::%((x—l)z) “dt—[; <“>}
0
2 L4, 84 3y 3 4
et 308 (B Sl |2 11t 3
o 2 2 2 2 2
12 z - N 1. 34 % 1
) Ilzzjozcosx3|n xdx:joz(smx) sin xdx:Lsmx } 19)1 J.z 1 d J‘Z X ¢
i P x(1+1Inx) L (1+Inx)
1 - 472' 1 =4 l l
|12=ZS“'1 5 ~3Sin O:Z_OZZ
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1 J-z (1+Inx)

2 2
L =L Ly = dx = In[L+Inx[]

L (1+Inx)

lo =In[l+IN2|—Infl+In1=In[l+In2|=In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J.OZl+(tan x)” —1dx

I = IE((LL (tan x)* ) —1) dx =[tan x — x]O%

(P —tanZ-Z-1-%
4 4 4

9 —
Iy = Iewdx = Je(SxB —4+g)da:
1 x 1 x
2D 8 © 8 46
2[—x9—4x+2hmi =—¢d —de+—
9 19 9
Exercice3: Calculer les intégrales suivantes :

1) 1 :I03|x—]4dx 2) J :Ji‘x(x+1)‘dx

Solution :1)ona x€[0,3]

x—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x-1

=1 — 0 +

la Relation de Chasles donne :

I :IO3|X—1|dx:I:|x—]4dx+fl3|x—1|dx
I =I:(1—x)dx+I13(x—1)dx
2 T 2 8
I:[x—x} {X—x} :(1—1]+(9—3]—(1—1]:5
212 7, U2)2 2 ) 2
2) J =J‘i‘x(x+1)‘dx
X(x+1)=0<>x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0
donc : ‘x(x+l)‘:x(x+l)
b)si xe[-1,0] alors : x(x+1)<0
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‘x(x+1)‘ =—x(x+1)

La Relation de Chasles donne :

J :J._Oz‘x(x+1)‘dx:J.:Zl‘x(x+1)‘dx+.|._ol‘x(x+1)‘dx

J= j_;l(x2+ x)dx+.|._01(—x2— X ol
] 2]
SeECR

T v
Exercice4: on pose | = L“ cos’ xdx et J = I04sin2 xdx

1)Calculer 1 +J et 1 -J

2)en déduire | et J
Solution :

1) 1+J = Ecos2 xdx+J‘OZsin2 xdx = J'oz(cos2 X+sin’ x)dx

I+J:'|.O41dx:[x]§:%—0:%

T T T
I-J= _[04 cos’ xdx—_[o“sin2 xdx = jo“(cosz X —sin? x)dx

| —J ZLACOSZXdXZ%[Sin 2x]a :%(sin%—o):

1+J=
2)

DRI NN

1-J=

21 =%+% donc: | =”T+2 et on replace dans

dans la 1ére équation et on trouve:

par sommation on trouve:

ﬁ+2+J:

T r+2 2m-rm—-2 7w-2

Donc: J =—-
4 8 8 8
Exercice5 :
on pose : | =j|n16e 3 0x ety =I'n16 Lo
0 e*4+4 0 e*+4
1)Calculer 1 +J etl —3J
2)en déduire | et J
3

N |-

Z
4




Solution :1)

6 e* +3 6 1
I+J_I° e +4 X+I0 e +4

mis( *+3 1
x:j + dx
0 (e +4 &' +4

3= [ S8 gc= [0 = 1n16-0= 4in2
o le"+4

I_BJ:J-mlee +3 _J-mle 1 dX:J-mle e+3_ 3 i
0 e'+4 0 e'+4 o (e"+4 e'+4
n n e +4 In16
13- ™% dx_j'm( )dx [Infe +4]]
0 e'+4 0 e"+4 0
-3 =In[e"™ +4~Inje’ +4/=In|20]~In[5[ = I 20~ In5
1-3J = Inﬁ_ln4:2In2
5
2) l+J=4ln2 par soustraction on trouve:
1-3J=2In2

4) =2In2 donc: J :InTZ

Et on replace dans dans la 1ére équation et on
trouve :

N2\ —4in2 donc: 1 =4in2-112_T7IN2
2 2
Exercice6: Calculer les intégrales suivantes :
1) = Sde 2) 1= "2 e*|dx
L (x® —4x)2 IO
3) 1 =.[02‘x2 —x—2‘dx
Solution : 1)x-2=0<x=2
étude du signe de: x—2
e — > 2 o
ao—2 — (i) —+
La Relation de Chasles donne :
_J-s |X—2| 2dX=J2 |X—2| o+ 3 |X—2| de
' (x2 —4x) ° (x2 —4x) 2 (x2 —4x)
—(x=2 _
_ 2 (X )2d J‘3 X 22dx
0 (x2 —4x) 2 (x2 —4x)
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0 (x2 —4x)2 2

e Pl
2| x* —4x |, 2| x*—4x |,

:lf‘(xz

_4X)’ dx 4 1I3 (X2 _4X)
2

2) | =j0'“3 -

2-e>0=e*<2<=x<In2

In2
|=j
0

I =_[Om(Z—ex)dx+j|:]23ex —2dx
l %] o n
| :E[Zx—e ]L2+[e —ZX]:nZ

1= ((2n2-2)+1)+((3-203)-(2-21n2)) =1 7|

Exercice7:on pose :

A:Le(%ﬂntjdt et B=Le(1+lnGDdt

Calculer A+B
Solution :

A+B:je l+|nt+1+ln ! t:je }+Int+1—ln(t) dt
1t t 1\t

A+B:jle(%+1jdt:[ln|t|+t]j =Ine+e-Inf-1=e

2—e”

T
Exercice8:on pose : | = IOZ cos® X x C0s 2xdx et

T
J =_|.025in2 X X COS 2XdX

1)Calculer 1 +J et | -J
2)en déduire | et J
Solution :

T T
DI+J= _[02 cos’ x><c052xdx+_[ozsin2 X x C0S 2XdX

|+ = [ cos2x(cos” x+sin’ x)dx = [ ?cos2xxldx = ;[sin ZX]O%

I




I +J =%[sin 2x]0% :%[sinzz—sino];zr =0

V4 V4
|—J = _[02 c0s? X x COS 2xdx—J'Ozsin2 X x COS 2XdX
I3 =
|-J = joz cos 2x(cos2 X —sin’ x)dx - LZ C0S 2X x COS 2XdX

1+cos2a a2y

V2
1] :joz cos® 2xdx on a : cos’a=

4

-] :Fl+COS4de:1 K+ Sindx || :1(ﬂ+1sin27z]:
o2 2l 4 , 212 4
1+J=0 T
2) , Par sommation on trouve: 21 =2
1-J==
Donc: I = % et on replace dans dans la 1ére
P . T T
equation et on trouve : §+J =0 J= 8
Exercice9 :on pose : K :FLSX_dx et
0 cosXx+sInX
L=[s—NX gy
0 cosXx+sInx
1)Calculer K+L et K-L
2)en déduire Ket L
Solution :1)K+L:FL‘Q’X,dx+J7LX_dx
0 COSX+SinX 0 COSX+SinX

La linéarité de l'intégrale donne :

x .
T COS X sin X
K+L:J.4 —+ - dx
0 { COSX+SINX COSX+SinX

2( cos x+sin x z il
K+L :j04[mjdxzjo4ldX:[X]g =

7
4
La linéarité de l'intégrale donne :

. .
- COS X SIN X
K—L:j“ S— — |dx
0l cosx+sInX Ccosx+sinx

T H s
- COSX—=SIN X =
K-L=[4 —=———]dx=]*
0 { CcosX+sInx 0

!

COS X +Sin X
Q dx
COS X +Sin X
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r
4

K—L:[In|cosx+sin xHO% =%In2

K+L=

2) par sommation et soustraction

K-L==In2

NI Ny

ontrouve: 2K = Z+Xm2 et 2L=%_Lin2
42 4 2

Donc: K="+tm2etL="_1n2
8 4 8 4

Exercice10 :1)verifier que :

t? 1
VxeR—-{-1} —=t-1+—
1+t 1+t
_ : 1t
2) Calculer I intégrale suivante : | = | ——adt
01+t
Solution :1)
t2 (tz——1)+—l -1 1 (t-1)(t+1) 1
1+t 1+t 1+t 1+t 1+t 1+t
2 1
Donc : =t-1+— VxeR-{-1
1+t 1+t
2 1+t) 2
2) 1= at=[ e B g Y thinfs
01+t 0 1+t 2

I =l—1+ln|2|:—1+ln2
2 2

Exercice11 : 1)verifier que :
4x-5 9 1

vxeR-{-11 = -
R T T a(xeD) 20k
e . 54x -5
2) Calculer I intégrale suivante : I:j ,— dx
8 x° -1
Solution :1)
9 1 18(x-1)-2(x+1) 18x-18-2x-2

2(x+1) 2(x-1)  4(x+1)(x-1)  4(x+1)(x-1)

16x-20 4x-5  4x-5

A(x+1)(x-1) (x+1)(x-1) x*-1

dx = j:(

9 1

2(x+1) 2(x—1)jOIX

3

54x -5
2) 1 =L—X2_1

1

"0




2

3(x+1) 2% x-

2
9 1
= it 21 -

| = gIn6—gln4—lln4+lln2—gInG—gan
2 2 2 2 2 2

gjs iy 1I511dx_gjs(x+1)'dx 1js(x—1)'dx

3 (x+1) L

2(In6—|n 4)—;(In4—ln 2)

Exercice12 :
Calculer I intégrale suivante : | = —dx
0x+1
Solution :
Xl a2y plel 2 )y
0x+1 0 x+1 o\x+1 x+1

o 2 e oo e

[ =1-2In2
Exercice13 : 1) determiner les réels aet b tels

3

que : =ax +
x? +1 x? +1

X3

dx
x? +1

2)en déduire I’ intégrale suivante : | = j:

Exercice14 : Calculer I intégrale suivante :
1

| = dx
OX_

Solution : On remarque que :

1 _1( 11 )
-4 4\ x-2 x+2

donc::lz.[l 1 dx = 11 L—L dx
0x2-4 04\ x=2 Xx+2

et la linéarité de l'intégrale donne :

N S L
4J0x-2 470 x+2
N S L
4J0x-2 470 x+2

1 1
! =Z[In|x—2|]z—z[ln|x+2|]z

I :—lan—l(ln3—In2):—1In3
4 4 4

Exercice15:onpose: | = _[05 cos” xdx

1)montrer que : cos* x = %(cos 4% +4c0s2x +3)
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2[In\x+1ﬂi

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)ona: cosx = donc :
cos’ X = aet)
2

1 |x —ix ix —|x —|x -ix
e ARG R R CO R R CY RO RO
. ( 4|x +4e|3x +6e2|x 2ix +4eixe 3ix +e—4ix)

16
:%(eMX +e—4|x de 2ix +4e2ix +6)
:%<(e4ix +e—4ix)+4( 2|x 2|x)+6)

Or on sait que :

—inx

2cosx =e* +e ™t 2cosnx = e™ +e

Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos® x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

2) I = jfcos4 xdx = %J'O?(cos4x+ 4cos2x +3)dx

:1 1sin4x+4lsin2x+3x 2
8| 4 2

(o]

:1 1sin27r+4lsin7r+3Z :3—ﬂ
8\ 4 2 2 16

Exercice16 : Montrer les inégalités suivantes
1) [“Inxdx>0 o) Leferdr<t
)Lnx X > )E_Ioe <
Solution :1)on a In positive et continue sur le

segment[Le] et 1<e donc: J'leln xdx >0
1 1 2
2) Montrons que : = SI e dt<1
e 0
Soit t €[0;1] donc donc —1<-t* <0 et puisque :

. _ _y2
X - e*est croissante sur R alors: e*<e™ <1

[}




Et puisque : t e est continue sur [0;1] et
0<1Alors : [[edt <[ e dt <[ 1dt
0 0 0

Donc : 1 < J'le‘xzdt <1
e 0
Exercice17 : Montrer que

Solution :on aX€[0,1]<:>OSXSl

<:>1£x+1£2<:>l£i£1

X+1
2
Donc: X <X <y
2 1+Xx
1 1 2 1
X X
Donc : I—dxéj. dxijzdx
5 O1+x 0

T T 1
Donc:|— | <I<|— | Donc: =<1 <
6 3 6

0

Exercicel8 :d’application Soitf: x »>e™

Définie sur R.
Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a) = f(x)x

1)Démontrer que pour tout réel x >1:

0< f(x)<e™.
2) En déduire que pour tout réel a>1:
0<F(a)<e™.
Solution:1) Une exponentielle étant toujours
positive :0 < f (x) pour tout réel x et donc en
particulier pour tout x >1. De plus, si x>1

alors x < x?, c'est-a-dire —x>—x?et donc

e > f (x) par croissance de la fonction

exponentielle.
On en déduit donc que pour tout réel x>1

0<f(x)<e™
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2) A partir de I'inégalité obtenue, on utilise la
propriété précédente sur l'intervalle [1 ; a] et ainsi

_[lade < J'la f (x)dx < J'lae‘xdx
0< F(a)g[—

Donc : 0< F(a)<e™ ce qui démontre I'inégalité.

a
e‘xl DoncO<F(a)<—e?+e'<e’

Exercicel9 :soit la suite numérique (u, )définie

par: u, = 1%(1)( vneN

01+ X

1)Montrer que (u, )est croissante

2) Montrer que

|\>||—\

<u, <1 VneN
11
dax — Omdx
3 1+ x"—1—x e x" (1-x)
I{ X 1+xn+l)}’x‘fo ) L)

Onsaitque : 0<x<1 donc: 0<1-x

. 11
Solution :1) u,_,, —u, :I01 —
+X

Et on a: (1+x”)(1+x”*1)>0 car 0<x
. x"(1-x)
Donc : ( " n)(1+ n+l)>

X" (1-x)
Donc: f 1+ " )(1+ x”*l)dx >0
Donc: u,,, —u, =20 VneN

Donc: (u, )est croissante

1
)

Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

2) Montrons que <u, <1 VneN

1
X" +1

©1£X”+1£2<:>l£ <1

[N




Exercice 20:soit la suite numérique (u,,)

nx

définie par : u :jl ° dx wneN
0l1+e
1)Montrer que :
VneN vxe[0;1] : € & &
l1+e 1+e* 2
2) En déduire: limu, et lim (U—EJ
e

n—+w nN—+o0

Exercice 21: on considére la fonction numérique
eX

(e +1)2

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In2]

définie sur Rpar: f(x)

Solution : La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Est - f(C): 1 J.|n2 X zdx: 1 J.mz(ex+1)2 i
In2—0% (e +1) In2—0% (e +1)

1[1} _1(_1”]_2

“In2| e+1), 12 3 7)) 3In2

Exercice 22: Calculer les intégrales suivantes :

1) B-= j (GLYN 2)C = [ 2x/xe-+ 1dx

(I
Solution : 1) B= '[ nx)

_ {(In x)4 }e _
4 1

2) C= I 2X/x2+1dx = I (x2+1)(x2+1)z dx

—Ldx = (Inx) (Inx)’dx

(In e)4

4

_(In1)4

4

_1
4

. B
2 1+= B
= w :{g (Xz+1)3} 23(2_1)23
1+1 3 3
2

Exercice 23: Calculer I intégrale suivante :

V3 . In2
1)1 :IO xsin xdx 2)J :IO xe™dx

3) K = | Inxdx

Solution :1) | :J'O”xsin xdx
On pose : u'(x)=sinx et v(x)=x
Donc u(x)=—cosx et v'(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0; ] et u' et v' sont continue sur [0; 7]

donc: | =[-xcosx]; j —cosxdx =[-xcosx], ~[-sinx] =7
2) J = jo” xe*dx

On pose : u'(x)=¢* et v(x)=x

Donc  u(x)=e* etVv/(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et u' et v' sont continue sur

[0;In 2]

Donc: J =| xe’ ]'nz —I le*dx = In2e™? — [ex]:z
J=2In2—(e"* -1)=2In2—(2-1)=2In2-1
3) K :Jle Inxdx ona K = Leln Xdx = jlelx In xdx
On pose : u'(x)=1 et v(x)=Inx

u(x)=x et v'(x)= %

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

Donc :

intervalle[1;e] et u' et v’ sont continue sur [1;e]

Donc: K = [xlnx jxx—dx_elne IXx—dX

K :e—jleldx:e—[x]f —e—e+1=1

Exercice24 : En utilisant une intégration par

. 1
partie calculer :1)7 = .[o ze?’dy  2)
J= SInz -

LT
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3) K = I;x&dx 3) L= J-;;a:z sin zdx

100




4) M = Jf(a:ln:c)d:c 5 N = chos(lnx)dx
Solution :

1 . .
1) I = Io ze®*dz la démarche est la méme

I = J.;xezzdx = %[IGZI :|1 — 1J-lezgcdx

0 270
I Y S o R
I—E[:pe JO—Z[e :|O_Z(6 +1)
S Ing é3 2
I:J —dsz z 3 Inxzds
1 BIZ
1 ¢ 3 1 1 ¢ 3 2
=323 Inz —I 33 Zdr =33 Inzx —3.‘. z 3dx
1 T 1
1 1
T N
=323 lnz| -9|z3| =9
1 1

Exercice25 : En utilisant une intégration par
partie calculer :

J :I:(x—l)e‘xdx K :j:In(1+J;)dx

N:IZ X dx

M :L x(1-1Inx)dx e

T

R= foln xdx Q = J.OE 22 cos zdx

Exercice26 : On pose : |, :'[:\/de
vneN" | :Ex“\/de

1- a) Calculer I,

b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

J3 2

montrer que : <I,<
n+1

n

b) En déduire la limite de la suite (In)n

Exercice 27: (o;T; ]) repére orthonormé avec

£ =1cm
oit f définie sur[1;3] par: f(x)=2x+1
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1)verifier que f est continue et positif sur [1;3]
2)tracer Cf la courbe représentative de la fonction
f sur[1;3]

3) calculer S la surface du domaine limité par :

Cf, 'axe des abscisses et les droites : x =1
etx=3

4)calculer l'intégrale : | = f f (x)dx

Que peut-on dire ?
Solution :1)f est une fonction polyndme donc

continue sur [1;3]
xe[;3] ©1<x<3<3<2x+1<7

Donc :f est continue et positif sur [1;3]

2)

'b\:\ruuhmmw:n
—

.
"
v
"
i
.
"
2 1 o 1 2 3 4 ]
11 Integrale = 10
2

3) Le domaine colori¢ est un trapéze dont l'aire est
AlA)= 2x3+4422= 2x3c2m+4L22c2m =10¢’m
) 1= (x)dx= [ (2x+ 1) =[x +x]]
| =(3 +3)—(* +1)=12-2=10
5)on remarque que : A(A, )= f’ f (x)dxua
Avec : ua=|if|j]=1x1=1
Exercice 28: (0;i; ) repére orthonormé avec

M = 2cm et Soit f définit par : f (x) = x°

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x =1
etx=2

Solution :1)

1©




Cr

= N W A 0O 0 N 0O ©
PR S R W SR S T S

3 2 1 o 1 2 3
1 Integrale = 233

2) f est continue et 7_posmf sur2[1 3]on a donc :
A_Hf )dx = J"x‘dx jxdx

2
A=Fx3} =1><23 —le’ =Zx2cmx2cm——c m
3" ], 3 3 3 3

Exercice 29: o,T,]) repére orthogonale avec
l” 2cm et j =3cm
it f définit par : f (x)=x*—2x
1)tracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :

Cf, 'axe des abscisses et les droites :

x=1let x=3
Solution :1)
Ct |
5
4l
3
2
T 3 0
2 1 2 3 4 5
-1 ntegrale = 0.67

2) fest une fonction polynédme donc continue sur
[1;3]donc : A= m f(x)dx = mxz - 2x‘dx

Etudions le signe de : x*—2xdans [1;3]
x*-2x=0 < x(x-2)=0 < x=00u x=2

72—

N FEeaiN

A= mxz - 2x‘dx = mxz - 2x‘dx + Jj‘xz - 2x‘dx

A= Ilz—(xz —2x)dx+_|‘23(x2 —2x)dx
A:{lxa—xz}z{lxtxz}a:{—1x3+x2}2+{1x3—x2}3
3 E . |3 NE )
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1 1 1 1

= x4+ 22+ X P -1+ X3P -F x4+ 27
3 3 3 3

2 prigatqy 2l g 16,1 27 ,
3 3 3 3 3 3

A=2x2cmx3cm=12¢’m
Exercice30:

(o,f,]) repére orthonormé avecH 2cm

Soit f définit par : f(x)=1-¢"
Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
I’axe des abscisses et les droites :

=In2et x=In4

Solution :il suffit de calculer : | =L'n24 f

f (x)‘dx = J‘I:]:

INn2<x<In4 donc: e"? <e* <e"*

x)‘dx

In4

In2

On sait que :

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0

Donc:

In4

1—e®

In2 _J‘::_ —€ )d I:: e _1)dX

(e ) o)

| =(4-2In2)-(2-

In2):4—2ln2—2+ln2:2—ln2
Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2-In2)c’m
Exercice 31: (o;T; ]) repére orthonormé avec

M =2cmet Soit f définitpar: f(x)=e* -3

Calculer A la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :
=In3et x=1In6

Exercice 32: (0;7; ]) repére orthonormé avec

M:ZCm et Soit f définit par: f(x)=Inx-1

Calculer A la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :

x=1let x=e

Exercice 33: (o;T; ]) orthonormé avec”TH = 2cm




Soit f et g deux fonctions tels que:

2e*
e*+1

f(x)=

+e et g(x)=e"

calculer en cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) 5 (C,) etles droites x=0et x=1In2

Solution :il suffit de calculer :

=[] (x)— g (x)jx

in2| 2e* I L 2e* 2 2e*
:IO ex+1+e ° dX_JO e* +1 _-[0 e" +1
Car 2" >0
e +1
Donc: | :flnzﬂdx:Z Inzﬂdx:[zm eH]ﬂm
0 e +1 0 e*+1 0
Donc :
I:2Ine'“2+ﬂ—2|n‘e°+q:2In3—2In2:2In§
2

Donc: A= 2Ingx20mx2cm :8Ingczm
Exercice34 : (o;T;]) repére orthonormé avec
”THzO.Scm et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12
et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A(3; (3))
Calculer A la surface du domaine limité par :

(C,) etles droites : (D) et x=1let x=¢

Solution : I'équation de la tangente a la courbe

(C,)au point A(3; f(3))est : y=f(3)+f'(3)(x-3)
f'(x)=2x—8 et f'(3)=—2 et f(3)=-3

(D):y=-2x+3
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moN®O 0 HK

—4 —3 —2 —1_0 1 3 4 5 b 7 8 x
Inze, ale — 18

—9
—10
—1 1
—12

X il suffit de calculer :

I =I06‘ f (x)—y‘dx:jos(x2—6x+9)dx=IOG(X+3)'(X+3

3 6
Izl—(xzs) ] =18 donc:
0

A=18x(0.5cm)2 = 4.5cm?

Exercice35 : (0;7;]) repére orthonormé avec

In x

Wzlcm et Soit f définit par : f(x):x—1+T

Calculer A la surface du domaine limité par :
Cretlesdroites: y=x-1 et x=1et x=¢

y

Untégrale = 0.5

Exercice36 : (0;7;]) repére orthonormé

2dx



Soit f et g deux fonctions tels que: f(x):e‘& et

g (x) =/xe?™ Calculer A la surface du domaine

limité par : (C, ) ; (C,) et les droites x=0et x=1

Solution :

-t Intégrale = -0.563436
S :I;‘f (x)-g(x)dx Ua
S = J'Ol‘eﬁ —Jxe” W 1—\/;‘dx

On sait que : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

0<1-+/x donc: S == J':e\/;(l—\/;)dx

On utilisant deux intégration I'une par
changement de variable et I'autre par partie on
trouve :

= [, (1-xJox=|(8(+x |

“1)-2x)e }
)-2x)e” |
S=6-2e Ua

Exercice37 : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.

2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
I'axe (Ox) ; la courbe Cy et les droites:
x=0etx=1.

3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cy et les droites:
x=0etx=1.

Exercice38 :(0;7;]; R) orthonormé avec”TH = 2¢cm

f(x)=\/§

xe* +x+1
e*+1

Soit la fonction f définie sur R* par :
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Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des
abscissesentrea=0 etbh=4

Solution :La rotation de la courbe Cr

au tour de 'axe des abscisses entrea=0et b =4
engendre un solide :

I:Io4 dx I ( )dx 7Z'J.XdX

2
|:7Z'|:?:| =8r etona: 7

=

Donc le volume est : V =87 x8cm® = 64cm?®

Exercice39 :( 0;i: j; R) orthonormé avecli] = =

Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=yx(e*-1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : _[ (e —1)d

I:J'O dxj (F)dx 77'[ e—dx

On utilise une intégration par partie :

On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x

Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1

Donc : I:x(ex —1)dx = [x(eX - X)I) —J';l(eX - x)dx
1

Ex(ex —1)dx:e—1—{ex—x—22}0

J‘le(eX —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc : | =%7z par suite :
V :lﬂxic3m:4_7z'c3m
2 27 27




Exercice40: (O;T; J;R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm
Soit la fonction f définie sur R par: f(x)=+/Inx
et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des
abscisses dans l'intervalle [1e]

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien

L
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CALCULS INTEGRALES
Exercices d’applications et de réflexions

PROF : ATMANI NAJIB 2BAC sciences expérimentales (pc et svt.)
TD: CALCULS INTEGRALES
Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes : . z o z o,
4 ) Exercice4: on pose | = I04 cos” xdx et J = I045|n xdx
1) 1= 3edr 2) J=] (2x+3)dx
2 0 1)Calculer 1 +J et | -J
@1 ki 2)en déduire | et J
3) K= a4 L= *cos(20)d0 Exercice5 :
Exercice2 :Calculer les intégrales suivantes : on pose : | =Ilnl6 e” +3dx et =J"“16 1 dx
2 1, 3 0 e"+4 o e +4
1) 1= [ (2x=1)dx 2) I, =] (x'-4x +2)dx
° . 7| 1)Calculer 1 +J etl —3J
n2
3) I, =[ a) 1, =" edt 2)en déduire | et J
1 X 0 . s ,
Exercice6: Calculer les intégrales suivantes :
Jnz eln? x — n
5) 1= [ teCdt 6) 1, = [ Xox 1) ZJBMdX 2) 1 = ["[2-e’|ax
X ! (x2 —4x)2 ’
7 _J-InZ e* dx 8) 1 - InSeX+e_xd 3) |=I2|X2—X—2|dX
The ey 8_-['Mex—e’X g 0
Exercice7:on pose :
elnx 3 2x+3
9) I, =| —dx 10) | = [—£27° 4« e(1 e 1
’ 1 X 10 L ,X2+3X—4 A:L (¥+Intjdt et B:L 1+1In E dt
1 z
11) 1, :J0\/2X+1dx 12) 1, =J'02 cos xsin® xdx Calculer A+B
z Exercice8:on pose : | = | 2cos® xx cos 2xdx et
131, :J'Z 3 —dx 14) I, =I3(2—cos3x)dx P IO
' (3x—4) ° z .,
J :_[OZSln X X €0S 2xdx
15) I, = [*cos xdx  16) 1, = [’ 1,1 J4 | 1Calculer 1+J et 1-J
0 b x+1)7  2x+1 s
( 2)en déduire | et J
eln® x ot (x-1) o 5 cosx
17) 1, =J'1 de 18) 1, = jo(x—l)e dx | Exercice9 :on pose: K _IO —cosx+sinxdx et
2 1 z 2 Z  sinx
19) Iy =| —————dx 20) I,, =|*(tanx) dx L=|4——=dx
) b L X(1+Inx) ) Ly -[0 (tanx) 0 COS X +5in X
1)Calculer K+L et K-L
e82% — 4z +2 JCaleuler
21) I = _[1 Td:c 2)en déduire Ket L
Exercice10 :1)verifier que :
Exercice3: Calculer les intégrales suivantes : ,
t 1
— [ _[° R—1{— —=t-1+—
1) 1 _I0|x—]4dx 2) J _L‘x(x+1)‘dx vxeR-{-1} 1it it

=
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2
1
2) Calculer I’ intégrale suivante : | = t—d'[
01+t

Exercice11 : 1)verifier que :
4x-5 9 1

vxeR-{-11 = _
Ly X -1 2(x+1) 2(x-1)
2) Calculer I intégrale suivante : | = js 4)2( " dx
8 x° -1
Exercice12 :
Calculer I intégrale suivante : | _I d
0x+1

Exercice13 :
1) determiner les réels aet b tels que :

X3 bx
7 - Xt
X +1 X +1
e . X
2)en déduire I’ intégrale suivante : I:J'0 - X
X2 +

Exercice14 : Calculer I intégrale suivante :
1

| = dx
0 x%—

v
Exercice15 :onpose : | = joz cos* xdx

1)montrer que : cos’ x = %(cos 4% + 4¢0s 2X + 3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |
Exercice16 : Montrer les inégalités suivantes

1) ['Inxdx20 2) %g [lexdt<1

Exercice17 : Montrer que L <l = le—dx <

1 1
"6 01+ X 3

Exercicel8 :d’application Soitf: x »>e™

Définie sur R.
Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a):j1 f (x)dx

1)Démontrer que pour tout réel x >1:
0<f(x)<e™

2) En déduire que pour tout réel a>1:

0<F(a)<e™.
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Exercicel9 :soit la suite numérique (u, )définie
par: u, —dx vneN
01+ x"

1)Montrer que (u, )est croissante

1

2) Montrer que : Es u, <1 VvnelN

Exercice 20:soit la suite numérique (u, )

dx VneN

définie par : u, :jolle
+

eX

1)Montrer que :

nx nx

nx
e e

€ < <
l+e 1+e* 2

. u
et lim (—;j
n—>+o\ @

Exercice 21: on considére la fonction numérique

VneN vxe[0;1] :

2) En déduire: limu,

N—-+o0

X

e
(eX +1)2

définie sur Rpar: f(x)=

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Exercice 22: Calculer les intégrales suivantes :

2)C = I:ZX\/XZ +1dx

Exercice 23 : Calculer I intégrale suivante :

T In2 e
1)1 = ["xsinxdx 2) J =j0 xe*dx 3) K :L In xdx

1) B= j (Inx)"

Exercice24 : En utilisant une intégration par

. 1
partie calculer 1)1 = .[o ze?’dy  2)

*lnzx

J =" i

1 %/_
3) K = I;x&dx 3) L= J-;;a:z sin zdx

4 M = J‘f(azlnaz)dx 5 N = Lecos(lnx)dx

Exercice25 : En utilisant une intégration par
partie calculer :

J :I:(x—l)e‘xdx K :jjln(1+ﬁ)dx

N




/4

N=[* X

5 dx
0 Ccos® X

M = J.lex(l—ln x) dx

T

R= Jfa:ln xdx Q = J.OE 22 cos zdx

Exercice26 : On pose : |, :'[:\/x+3dx

= .f:x“\/x+3dx

1- a) Calculer I,

Vne N’

b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

3 2

montrer que : <I, <
n+1 n+1

b) En déduire la limite de la suite (I,)

Exercice 27:
£ =1cm

oit f définie sur[1;3] par: f(x)=2x+1
1)verifier que f est continue et positif sur [1;3]
2)tracer Cf la courbe représentative de la fonction
f sur[1;3]
3) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=3

(o; i; j) repére orthonormé avec

4)calculer l'intégrale : | = f f (x)dx
Que peut-on dire ?

Exercice 28: (o;f;]) repére orthonormé avec

f(x)=x

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, I'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=2
Exercice 29:

M = 2cm et Soit f définit par :

(o,f,]) repére orthogonale avec
U 2cm et j =3cm

it f définit par : f (x)=x*—-2x
1)tracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :
x=1let x=3
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Exercice30 :

(O;T; ]) repere orthonormé avec”TH =2cm

Soit f définit par : f(x)=1-¢"

Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,

I'axe des abscisses et les droites :
=In2et x=1In4

Exercice 31: (o;T;]) repére orthonormé avec

M =2cmet Soit f définit par: f (x)=e* -3

Calculer A la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :
=In3et x=1In6

Exercice 32: (0;7; ]) repére orthonormé avec

‘m‘:Zcm et Soit f définitpar: f(x)=Inx-1

Calculer A la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :

Xx=let x=e

Exercice 33: (o;T; ]) orthonormé avec M =2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

—X

e etg(x)=
calculer en cm’S la surface du domaine limité par
(C,) :(C,) etles droites x=0et x=In2
Exercice34 : ( 0;i; ]) repere orthonormé avec

f(x)=

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

Mzo.Scm et Soit f définit par : —8x+12

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :

(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e

Exercice35 : (0;7;]) repére orthonormé avec

In x

Wzlcm et Soit f définit par: f(x)=x- 1+7

Calculer A la surface du domaine limité par :
Cretlesdroites: y=x-1 et x=1et x=¢e

1w




Exercice36 : (O;T;]) repére orthonorme
Soit f et g deux fonctions tels que: f(x):e‘& et
g (x) =/xe’™ Calculer A la surface du domaine

limité par : (C, ) ; (C,) et les droites x=0et x=1
Exercice37 : Soit la fonction f définie sur R par :
¢ (x) _xe X+x+1

e +1
1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.
2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
'axe (Ox) ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.
3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1. o
Exercice38 :(o; i;J; k) orthonormé avec”?” =2cm

Soit la fonction f définie sur R* par: f (x)=+/x

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des
abscissesentrea=0 etbh=4

Exercice39 :(O;T;];R) orthonormé avecm :%cm
Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)= ‘/x(ex ~1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Exercice40: (o;T;];E) orthonormé avec ”TH =2cm
Soit la fonction f définie sur R par: f(x)=+Inx
et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1;e]

Prof/ATMANI NAJIB

3

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C'est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien

I




